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Resumen

En este art¶³culo se presenta una aplicaci¶on de los modelos de cono al c¶alculo de impedancias de cimentaciones

pilotadas. Los modelos de cono se emplean para obtener las funciones de Green correspondientes al movimiento de un

disco r¶³gido embebido en una capa de suelo limitada por un semiespacio r¶³gido (roca). Cada pilote se idealiza mediante

una serie de discos r¶³gidos uniformemente distribuidos a lo largo de su longitud. Las funciones de Green permiten

entonces obtener la matriz de °exibilidad din¶amica correspondiente a este conjunto de discos, a la que se a~nade la matriz

de °exibilidad correspondiente al fuste del pilote. Las impedancias del pilote aislado se calculan a partir de esta matriz

de °exibilidad conjunta. Utilizando las impedancias del pilote aislado, se obtienen las impedancias de un grupo de

pilotes utilizando factores de interacci¶on din¶amica entre ellos. El programa de c¶alculo que incorpora el desarrollo puede

descargarse libremente desde el portal de la Asociaci¶on Espa~nola de Ingenier¶³a S¶³smica (www.aeis.es).

CONE MODELS FOR DYNAMIC STIFFNESS OF PILE FOUNDATIONS

Summary

This paper presents an application of soil cone models to the computation of the dynamic sti®ness of pile foundations.

Cone models are used to obtain the Green functions corresponding to the movement of a rigid disk embedded in a soil

layer resting on a rigid rock halfspace. Each pile is idealized by means of a series of rigid disks uniformly distributed

along its length. Then, the dynamic °exibility matrix of this system of disks is computed from the Green functions and

the °exibility of the pile itself is added. The dynamic sti®ness of the single pile is obtained from this joint dynamic

°exibility matrix. From the single pile sti®ness, the pile group sti®ness is obtained using dynamic-interaction factors

between the piles. A computer program that implements this method can be downloaded freely from the web site of the

Spanish Society for Seismic Engineering (www.aeis.es).
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INTRODUCCI¶ON

El ingeniero de a pie que trata con problemas de cimentaciones de m¶aquinas o con el an¶alisis s¶³smico de
estructuras se enfrenta en la pr¶actica diaria con di¯cultades para representar el papel del terreno en sus modelos
de c¶alculo. Las di¯cultades derivan del car¶acter semi-in¯nito del terreno, que no se compadece bien con las
herramientas de c¶alculo m¶as convencionales.

Los procedimientos rigurosos para obtener las impedancias o rigideces din¶amicas del terreno utilizan bien
t¶ecnicas de elementos ¯nitos con contornos no re°ectantes1;2;3;4, para representar la propagaci¶on de la energ¶³a
m¶as all¶a de los l¶³mites de la discretizaci¶on, o bien modelos de elementos de contorno, cuya formulaci¶on ya
tiene en cuenta intr¶³nsecamente la radiaci¶on al in¯nito5;6;7. Sin embargo, para utilizar dichos procedimientos se
requiere una considerable formaci¶on y experiencia, tanto en la preparaci¶on de los datos como en la interpretaci¶on
de los resultados. Se necesitan tambi¶en herramientas num¶ericas espec¶³¯cas, y un tiempo y un presupuesto fuera
del alcance de la mayor¶³a de los proyectos.

Como resultado de las di¯cultades anteriores, en la pr¶actica del an¶alisis s¶³smico, muchas veces, la rigidez y
disipaci¶on introducida por el terreno simplemente no se tienen en cuenta. Esta puede ser una hip¶otesis acertada
en determinados casos, por ejemplo, en estructuras °exibles y poco pesadas, pero puede conducir a soluciones
estructurales innecesariamente conservadoras en otros.

En el proyecto de cimentaciones de m¶aquinas, la pr¶actica tiende a estimar la frecuencia natural del conjunto
cimiento-m¶aquina a partir de los asientos esperados y a separar dicha frecuencia natural de la frecuencia de
funcionamiento de la m¶aquina. Para ello la soluci¶on m¶as convencional es aumentar la masa de la cimentaci¶on,
sin comprobar si el nivel de vibraci¶on ser¶a o no admisible.

En este contexto, resulta deseable disponer de modelos sencillos, con un sentido f¶³sico claro, que permitan al
ingeniero de a pie obtener con facilidad y aproximaci¶on su¯ciente los par¶ametros de rigidez y disipaci¶on din¶amica
del terreno de cimentaci¶on. Esta clase de modelos le permiten, dentro de los estrechos m¶argenes de tiempo de
que dispone, investigar alternativas de proyecto y estudiar la sensibilidad de las respuestas estructurales a los
par¶ametros del terreno sobre los que tiene m¶as incertidumbre.

Un tipo de modelos sencillos de esta clase son los modelos de cono11;12;24. Estos modelos fueron introducidos
por Ehlers8 en 1942 y, ya en la d¶ecada de los 70, por Meek y Veletsos9 y por Veletsos y Nair10. Actualmente,
sus aplicaciones est¶an siendo redescubiertas gracias al gran esfuerzo investigador de Wolf y Meek14¡26 en los
90.

En este art¶³culo se presenta una aplicaci¶on de los modelos de cono al c¶alculo de impedancias de cimentaciones
pilotadas. Se entiende por impedancia la relaci¶on entre las acciones aplicadas sobre la cimentaci¶on (fuerzas y
momentos) y los movimientos de la misma (desplazamientos y giros). Dicha relaci¶on depende no s¶olo del tipo
de movimiento (vertical, balanceo, etc.) sino tambi¶en de la frecuencia con la que se excita la cimentaci¶on. Las
impedancias tienen adem¶as un valor complejo, ya que existe un desfase entre las acciones y los movimientos.
Precisamente este desfase es una medida de la disipaci¶on por radiaci¶on al in¯nito introducida por el terreno.

El desarrollo que se resume en las secciones siguientes est¶a basado en las ideas de Wolf, Meek y Song17 y se
hizo en un contexto puramente industrial, para un peque~no proyecto relativo a la cimentaci¶on de una m¶aquina.
El programa de c¶alculo que incorpora el desarrollo, escrito en FORTRAN, puede descargarse desde el portal de
la Asociaci¶on Espa~nola de Ingenier¶³a S¶³smica (www.aeis.es).

MODELOS DE CONO PARA CIMENTACIONES SOBRE SEMIESPACIO EL¶ASTICO

En un modelo de cono el terreno de cimentaci¶on se idealiza mediante un cono truncado o viga semi-in¯nita
de secci¶on variable a la cual se aplican las hip¶otesis convencionales de la Resistencia de Materiales (¯gura 1). La
estructura del cimiento se idealiza mediante un disco r¶³gido y el comportamiento del terreno, que se considera
el¶astico lineal, se caracteriza mediante las velocidades de propagaci¶on de ondas de corte, cs, y de presi¶on, cp.

Dependiendo del tipo de deformaci¶on del suelo, se distingue entre conos de naturaleza traslacional, para
el estudio del desplazamiento horizontal y vertical de la cimentaci¶on, y conos de naturaleza rotacional, para
el estudio de los movimientos de balanceo y torsi¶on. El radio del cono en el contacto con el cimiento, r0, se
obtiene en funci¶on del ¶area de la huella, A0, en los conos traslacionales y en funci¶on de su inercia, I0, en los
conos rotacionales. En el cono de balanceo, I0 representa el momento de inercia del ¶area con respecto al eje de
balanceo; mientras que en el cono de torsi¶on representa el momento polar de inercia.
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El otro par¶ametro que de¯ne el cono, la relaci¶on z0=r0, se obtiene a partir de las propiedades del suelo, cs y
cp, con la condici¶on de que la rigidez est¶atica del cono sea la misma que la del semiespacio el¶astico.
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Figura 1. Modelo de cono.

Por ejemplo, para el cono representado en la ¯gura 1, los valores que lo de¯nen, en funci¶on del tipo de
movimiento de la cimentaci¶on y de las caracter¶³sticas del suelo, son los que se dan en la tabla 119. N¶otese que
existen las relaciones siguientes entre el coe¯ciente de Poisson, º, del suelo y las velocidades de propagaci¶on de
ondas:

º =
(
cp
cs

)2 ¡ 2

2(
cp
cs

)2 ¡ 2
(1)

cp =

r
2(1¡ º)

1¡ 2º
cs (2)

Si el esfuerzo axil, esfuerzo cortante, momento °ector y momento torsor a lo largo de la longitud del cono
se representan por, N , Q, M y T , respectivamente, entonces las ecuaciones del movimiento de la directriz del
cono son las siguientes:

@N

@z
= ½AÄuv (3)

@Q

@z
= ½AÄuh (4)

@M

@z
= ½I Äµb (5)
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@T

@z
= ½AÄµt (6)

donde:

uv = desplazamiento vertical de la directriz

uh = desplazamiento horizontal de la directriz

µb = giro de balanceo de la directriz

µt = giro torsor de la directriz

Movimiento r0
z0
r0

Observaciones

º · 1
3 º > 1

3

Traslaci¶on vertical
q

A0

¼
¼
4 (1¡ º)( cpcs )2 ¼(1¡ º) Si º > 1

3
a~nadir masa de 2:4(º ¡ 1

3
)½A0r0 al

cimiento (½ = densidad del suelo)

Traslaci¶on horizontal
q

A0

¼
¼
8
(2¡ º)

Balanceo 4

q
4I0
¼

9¼
32

(1¡ º)( cp
cs

)2 9¼
8

(1¡ º) Si º > 1
3

a~nadir inercia de 1:2(º ¡ 1
3
)½I0r0

al cimiento (½ = densidad del suelo)

Torsi¶on 4

q
2I0
¼

9¼
32

Tabla 1. Propiedades de los modelos de cono para semiespacio el¶astico.

Las ecuaciones anteriores se obtienen simplemente planteando el equilibrio din¶amico de la rebanada de cono.
Si se emplean las relaciones geom¶etricas:

A = A0(
z

z0
)2 (7)

I = I0(
z

z0
)4 (8)

y las relaciones constitutivas:

N = ½c2A
@uv
@z

; c = cp si º · 1
3 y c = 2cs si º > 1

3 (9)
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Q = ½c2sA
@uh
@z

(10)

M = ½c2I
@µb
@z

; c = cp si º · 1
3

y c = 2cs si º > 1
3

(11)

T = ½c2sI
@µt
@z

(12)

Se obtienen las ecuaciones diferenciales siguientes:

@2uv
@z2

+
2

z

@uv
@z

=
Äuv
c2

(13)

@2uh
@z2

+
2

z

@uh
@z

=
Äuh
c2s

(14)

@2µb
@z2

+
4

z

@µb
@z

=
Äµb
c2

(15)

@2µt
@z2

+
4

z

@µt
@z

=
Äµt
c2s

(16)

Las ecuaciones diferenciales anteriores son la base para el c¶alculo de las rigideces din¶amicas de la cimentaci¶on.

FUNCIONES DE GREEN

Para pasar al dominio de la frecuencia, se admite que los movimientos a lo largo de la directriz del cono
tienen, para cada frecuencia !, la forma:

uv(z; t; !) = Av(z)e
i!t (17)

uh(z; t; !) = Ah(z)ei!t (18)

µb(z; t; !) = Ab(z)e
i!t (19)

µt(z; t; !) = At(z)e
i!t (20)

La hip¶otesis anterior da lugar a las siguientes ecuaciones diferenciales para obtener los modos o funciones de
amplitud correspondientes a cada frecuencia !:

d2Av
dz2

+
2

z

dAv
dz

+
!2

c2
Av = 0 (21)

d2Ah
dz2

+
2

z

dAh
dz

+
!2

c2s
Ah = 0 (22)
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d2Ab
dz2

+
4

z

dAb
dz

+
!2

c2
Ab = 0 (23)

d2At
dz2

+
4

z

dAt
dz

+
!2

c2s
At = 0 (24)

Las funciones de Green de estas ecuaciones diferenciales son las soluciones correspondientes a la aplicaci¶on
de una carga unidad de frecuencia ! en el disco r¶³gido que representa el cimiento. Las funciones de Green se
dan en la tabla 2 y tienen en cuenta ¶unicamente la onda que se dirige desde el disco r¶³gido hacia el in¯nito. De
este modo se representa la radiaci¶on de energ¶³a al in¯nito.

Movimiento Funci¶on de Green Observaciones

Traslaci¶on vertical gv(z) = 1¡º
4Gz

z0
r0
e¡i

!
c

(z¡z0)

1+i!
z0
c

G es el m¶odulo de deformaci¶on transver-

sal del suelo. Tomar c = cp si º · 1
3
, y

c = 2cs si º > 1
3
.

Traslaci¶on horizontal gh(z) = 2¡º
8Gz

z0
r0
e
¡i !
cs

(z¡z0)

1+i!
z0
cs

Balanceo gb(z) = 3(1¡º)
8Gr30

(
z0
z )3+z0(

z0
z )2i!c

1¡ z
2
0
3
!2

c2
+i!c z0

e¡i
!
c (z¡z0) Tomar c = cp si º · 1

3
, y c = 2cs si

º > 1
3

Torsi¶on gt(z) = 3
16Gr30

(
z0
z )3+z0(

z0
z )2i !cs

1¡
z2
0
3
!2

c2s
+i !cs z0

e¡i
!
c (z¡z0)

Tabla 2. Funciones de Green derivadas de los modelos de cono para semiespacio el¶astico.

Para su uso en el c¶alculo de impedancias de cimentaciones pilotadas, la funci¶on de Green correspondiente
al desplazamiento vertical proporciona una respuesta demasiado °exible a distancias grandes del disco que
representa la cimentaci¶on, esto es, para z À z0. Por ello, si gc(z) es la funci¶on dada en la tabla 2, se recomienda
utilizar como funci¶on de Green para el desplazamiento vertical la siguiente17:

g(z) = w(z) gc(z) + [1¡w(z)] gf(z) (25)

donde w(z) es una funci¶on de ponderaci¶on:

w(z) =

8
>><
>>:

1 si z ¡ z0 · r0

e
¡0:8

z¡z0¡r0
r0 si z ¡ z0 > r0

(26)

y la funci¶on gf (z) es la funci¶on:

gf (z) =
1

4¼G

0
@Ã ¡

"
z ¡ z0p

(z ¡ z0)2 + r2
0

#2

Â

1
A (27)
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con:

Ã =
1p

(z ¡ z0)2 + r2
0

µ
1¡ i 1

a0
¡ 1

a2
0

¶
e¡ia0 +

1p
(z ¡ z0)2 + r2

0

µ
i
cs
cpa0

+
1

a2
0

¶
e
¡i cscp a0

Â =
1p

(z ¡ z0)2 + r2
0

µ
1¡ i 3

a0
¡ 3

a2
0

¶
e¡ia0 ¡ 1p

(z ¡ z0)2 + r2
0

µ
c2s
c2p
¡ i 3cs

cpa0
¡ 3

a2
0

¶
e
¡i cscp a0

a0 = !

p
(z ¡ z0)2 + r2

0

cs

MODELOS DE CONO PARA DISCOS EMBEBIDOS

Cuando un disco r¶³gido (cimentaci¶on) se encuentra completamente embebido en un espacio el¶astico, el efecto
del terreno puede idealizarse mediante dos conos como el descrito en las secciones anteriores (¯gura 2a). En
este caso, las funciones de Green que representan la amplitud de los movimientos correspondientes a las cargas
unidad se obtienen dividiendo por dos las funciones que se dan en la tabla 2.
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Figura 2. Modelos de doble cono para discos embebidos en espacios el¶asticos.

Si el disco est¶a embebido en un semiespacio, la condici¶on de que la tensi¶on debe ser nula en la super¯cie del
mismo puede forzarse introduciendo un disco imagen, colocado de manera sim¶etrica con respecto a la super¯cie
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y cargado de la misma manera que el disco original (¯gura 2b). Para cada punto de la directriz com¶un de
los conos, la suma de las funciones de Green correspondientes al disco y a su disco imagen dan la soluci¶on en
movimientos que cumple la condici¶on de tensi¶on nula en la super¯cie del semiespacio.

Puede pensarse tambi¶en en una situaci¶on en la que el disco r¶³gido se encuentra embebido en una capa
de suelo que descansa sobre un semiespacio de roca r¶³gida. En este caso, en el contacto de la capa de suelo
con el semiespacio r¶³gido debe cumplirse la condici¶on de movimiento nulo. Dicha condici¶on puede imponerse
suponiendo que el contacto con la roca es un plano de simetr¶³a e introduciendo nuevos discos imagen (¯gura 3).

La introducci¶on de nuevos discos imagen con respecto al plano de simetr¶³a obliga, para seguir cumpliendo
con la condici¶on de tensi¶on nula (antimetr¶³a) en la super¯cie del terreno, a introducir sus discos antim¶etricos
con respecto a la super¯cie del terreno; los cuales, para cumplir la condici¶on de simetr¶³a respecto al contacto
con la roca, necesitan la inclusi¶on de nuevos discos sim¶etricos; y as¶³ sucesivamente.

El proceso se representa esquem¶aticamente en la ¯gura 3 y requiere, para el cumplimiento exacto de las
condiciones de tensi¶on nula en la super¯cie del terreno y de movimiento nulo en el contacto con la roca, la
introducci¶on de un n¶umero in¯nito de discos. En la pr¶actica, conforme los discos se van separando m¶as del
disco original, su in°uencia es progresivamente m¶as peque~na y llega un punto en que puede despreciarse.
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Figura 3. Modelos de doble cono para discos embebidos en una capa de terreno.

IMPEDANCIAS PARA UN PILOTE AISLADO

En un pilote vertical de radio r0, se considera un sistema de n discos r¶³gidos uniformemente distribuidos de
arriba a abajo a lo largo de la longitud l del pilote (¯gura 4).
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Cada disco i tiene seis grados de libertad: tres desplazamientos y tres giros:

ui =

8
>>>>>><
>>>>>>:

uv
uhx
uhy
µt
µbx
µby

9
>>>>>>=
>>>>>>;

(28)

De este modo, el conjunto del sistema de discos tiene 6n grados de libertad, los cuales pueden reunirse en
un vector u de 6n componentes. Es decir:

u =

8
>>>>>><
>>>>>>:

u1

u2

: : :
ui
: : :
un

9
>>>>>>=
>>>>>>;

(29)

Se supondr¶a que el disco i = 1 es el situado en la cabeza del pilote.
Para cada frecuencia de excitaci¶on ! la relaci¶on entre las amplitudes de los movimientos u y las acciones

aplicadas p, viene dada por la matriz de °exibilidad din¶amica G, de 6n£ 6n componentes:

u = G p (30)

Las componentes gi;j de la matriz de °exibilidad G, en el caso de que el pilote sea un pilote °otante en un
semiespacio el¶astico, pueden obtenerse sumando las funciones de Green g(z) correspondientes a cada disco y a
un ¶unico disco imagen (¯gura 4):

g6(i¡1)+1;6(j¡1)+1 = gv(a) + gv(a
0) (31)

g6(i¡1)+2;6(j¡1)+2 = gh(a) + gh(a0) (32)

g6(i¡1)+3;6(j¡1)+3 = gh(a) + gh(a0) (33)

g6(i¡1)+4;6(j¡1)+4 = gt(a) + gt(a
0) (34)

g6(i¡1)+5;6(j¡1)+5 = gb(a) + gb(a
0) (35)

g6(i¡1)+6;6(j¡1)+6 = gb(a) + gb(a
0) (36)

para i = 1; : : : ; n y j = 1; : : : ; n. El resto de las componentes de G son nulas.
Si el pilote se encuentra en una capa de terreno que descansa sobre un semiespacio r¶³gido, para obtener las

componentes de la matriz G hay que tener en cuenta las contribuciones de todos los discos que se introduzcan
para cumplir las condiciones de simetr¶³a con respecto al l¶³mite del semiespacio r¶³gido y las de antimetr¶³a con
respecto a la super¯cie del terreno (¯gura 3). Por este motivo en el segundo miembro de las ecuaciones anteriores
aparecer¶an tantos nuevos t¶erminos como discos adicionales se consideren necesarios para hacer cumplir estas
condiciones.

En cualquier caso, las funciones de Green g(z) con las que se calcula la contribuci¶on de cada disco son
siempre la mitad de las indicadas en la tabla 2, con la matizaci¶on hecha para la funci¶on correspondiente al
movimiento vertical, ya que corresponden a discos embebidos en el espacio completo.

La inversa de la matriz de °exibilidad din¶amica G es la matriz de rigidez din¶amica Sf correspondiente al
sistema de discos para la frecuencia !. Para tener la rigidez din¶amica del pilote S, debe a~nadirse a la rigidez
del sistema de discos la diferencia entre la rigidez del cilindro que constituye el pilote y la rigidez del cilindro
de suelo que se ha retirado para construirlo. Es decir:

S = Sf + ¢S = Sf + ¢K¡ !2¢M (37)

donde las matrices de rigidez K y de masas M del pilote y del cilindro de suelo son las habituales en el c¶alculo
matricial de estructuras de barras28. En la matriz de rigidez din¶amica puede incluirse el amortiguamiento
hister¶etico tanto del suelo como del pilote utilizando el principio de correspondencia11.
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Las impedancias del pilote aislado relacionan, para la frecuencia !, los movimientos de la cabeza del pilote
con las fuerzas y momentos que es necesario aplicar en dicha cabeza para producirlos. De este modo, las
impedancias correspondientes al pilote aislado se obtienen invirtiendo la primera submatriz de 6 £ 6 de la
inversa de la rigidez din¶amica S¡1.

Super¯cie libre

¢¢ ¢¢ ¢¢ ¢¢ ¢¢ ¢¢ ¢¢ ¢¢ ¢¢

Discos imagen

?

a

?

a'

i

j

j'

?

l

-
r0

Figura 4. Representaci¶on mediante discos de un pilote en semiespacio el¶astico.

FACTORES DE INTERACCI¶ON PARA GRUPOS DE PILOTES

El factor de interacci¶on ® se de¯ne como el tanto por uno de incremento del movimiento en la cabeza de
un pilote debido a la presencia de otro pilote cercano cargado de la misma manera. Es decir, si la rigidez al
movimiento de la cabeza de un pilote aislado frente a un determinado tipo de carga es k, entonces la carga p
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producir¶a un movimiento u de:

u =
p

k
(38)

Sin embargo, si dos pilotes id¶enticos se someten cada uno de ellos a la carga p, entonces el movimiento de
las cabezas ser¶a:

u =
p

k
(1 + ®) (39)

En la pr¶actica geot¶ecnica los movimientos de un grupo de pilotes debidos a la interacci¶on pilote-suelo-pilote
se eval¶uan utilizando estos factores de interacci¶on, por superposici¶on de los efectos sobre cada pilote de todos
los dem¶as uno a uno13, es decir:

ui =
mX

j=1

1

k
®ijpj o en notaci¶on matricial u =

1

k
Ap (40)

donde

ui = movimiento en la cabeza del pilote i

®ij = factor de interacci¶on del pilote i con el j

Los factores de interacci¶on din¶amicos dependen de la frecuencia de la excitaci¶on y del tipo de movimiento
de las cabezas de los pilotes. Para el movimiento vertical y el giro torsor el factor de interacci¶on es13:

®ij =

r
r0

d
e¡»

!d
cs e¡i

!d
cs (41)

donde:

r0 = radio de los pilotes i y j

d = distancia entre los ejes de los pilotes i y j

» = cociente de amortiguamiento hister¶etico del suelo

! = frecuencia de c¶alculo

Por otro lado, los desplazamientos horizontales y los giros de balanceo de las cabezas de los pilotes est¶an
acoplados en el sentido de que el desplazamiento horizontal de la cabeza de un pilote produce el giro de eje
horizontal de las cabezas de los pilotes adyacentes. Adem¶as, la interacci¶on depende no s¶olo de la distancia, sino
tambi¶en del ¶angulo Á de la alineaci¶on de pilotes con respecto a la direcci¶on del desplazamiento de las cabezas
(¯gura 5).

- Direcci¶on del movimiento}i © © © © © © © © © }j
$
Á

Figura 5. ¶Angulo entre la alineaci¶on de pilotes y la direcci¶on del movimiento.

Si se designa por uf al vector de movimientos (desplazamiento horizontal y su giro acoplado) de campo libre
a lo largo de toda la altura del pilote receptor (pilote j), se cumple que17:

uf = ®f (Á) u (42)
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donde u es el vector de movimientos a lo largo de la altura del pilote emisor (pilote i) y ®f es el coe¯ciente de
interacci¶on de campo libre:

®f(Á) = cos2(Á)®f (0o) + sin2(Á)®f (90o)

®f (0o) =

r
r0

d
e¡»

!d
c e¡i

!d
c

®f (90o) =

r
r0

d
e¡»

!d
cs e¡i

!d
cs

siendo c = cp si º · 1
3 y c = 2cs si º > 1

3 .
Sin embargo, el movimiento del pilote receptor no ser¶a, como en el caso del desplazamiento vertical o el giro

torsor, el movimiento correspondiente al campo libre. Los coe¯cientes ®f no son directamente utilizables para
representar la interacci¶on entre pilotes.

Para obtener los coe¯cientes de interacci¶on correctos, hay que tener en cuenta que las condiciones de equilibrio
implican11:

Sf uf = Sur (43)

donde ur es el vector de movimientos a lo largo de la altura del pilote receptor (pilote j) y S es la matriz de
rigidez din¶amica del pilote aislado. Entonces se tiene:

ur = S¡1Sfuf = S¡1Sf®f (Á) u (44)

La ecuaci¶on anterior proporciona la relaci¶on entre los movimientos del pilote emisor u y los movimientos
del pilote receptor ur . Dicha relaci¶on es la que proporciona los coe¯cientes de interacci¶on din¶amica para el
desplazamiento horizontal y el giro de eje horizontal.

IMPEDANCIAS PARA GRUPOS DE PILOTES

A partir de los valores de °exibilidad din¶amica correspondientes al pilote aislado y empleando los coe¯cientes
de interacci¶on de la secci¶on anterior, los movimientos en la cabeza de los np pilotes se pueden poner como:

fuvig ´ uv = s1
v Av pv (45)

fuhxig ´ uhx = s1
hx Ahx phx + s1

hxby Ahxby mby (46)

fuhyig ´ uhy = s1
hy Ahy phy + s1

hybx Ahybxmbx (47)

fµtig ´ tt = s1
t At pt (48)

fµbxig ´ tbx = s1
bxAbx mbx + s1

hybx A hybxphy (49)

fµbyig ´ tby = s1
by Aby mby + s1

hxby Ahxby phx (50)

con

i = 1; : : : ; np

uv; pv = desplazamientos y fuerzas verticales en las cabezas de los pilotes

uhx; phx = desplazamientos y fuerzas horizontales X en las cabezas de los pilotes

uhy; phx = desplazamientos y fuerzas horizontales Y en las cabezas de los pilotes

tt; mt = giro y momento torsor en las cabezas de los pilotes

tbx; mbx = giro y momento de eje horizontal X en las cabezas de los pilotes

tby; mhx = giro y momento de eje horizontal Y en las cabezas de los pilotes

s1 = coe¯cientes de °exibilidad para el pilote aislado (inversos de las impedancias)

A = matrices de coe¯cientes de interacci¶on

Las relaciones anteriores pueden escribirse en forma compacta como:

uh = Shph (51)
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donde el vector de movimientos uh y el vector de fuerzas ph tienen 6np componentes.
Si las cabezas de los pilotes est¶an unidas por un encepado r¶³gido, existe una relaci¶on entre las seis componentes

del movimiento del encepado u0 y el vector uh:

uh = Tu0 (52)

donde T es una matriz de 6np £ 6. Entonces, se tiene que:

p0 ´ Ttph = TtS¡1
h uh = TtS¡1

h Tu0 (53)

La matriz TtS¡1
h T, cuadrada de orden 6, re¶une las impedancias correspondientes al encepado r¶³gido.

EJEMPLO DE APLICACI¶ON

Como ejemplo de aplicaci¶on se estudia la cimentaci¶on que se representa en la ¯gura 6. Se trata de un
conjunto de 5 £ 5 pilotes de 50 cm de di¶ametro unidos por un encepado r¶³gido. Los pilotes tienen 10 m de
longitud y se sit¶uan en un suelo con densidad de 1750 kg/m3 y coe¯ciente de Poisson de 0,4. El coe¯ciente
de amortiguamiento hister¶etico del suelo se considera igual a 0,05, en fracci¶on del amortiguamiento cr¶³tico. El
suelo puede considerarse con propiedades uniformes hasta una profundidad varias veces superior a la longitud
de los pilotes.

e e e e e
e e e e e
e e e e e
e e e e e
e e e e e

6

?
s

- ¾2r0

Figura 6. Planta de la cimentaci¶on del ejemplo de aplicaci¶on.

La densidad del material de los pilotes es 1,40 veces la densidad del suelo, su m¶odulo de elasticidad es de 25
GPa y su coe¯ciente de Poisson es de 0,25. Para la amplitud esperada de los movimientos, el amortiguamiento
hister¶etico puede despreciarse.

Se trata de obtener las impedancias de la cimentaci¶on para una relaci¶on de separaci¶on a di¶ametro de los
pilotes ( s

2r0
) de 3 y de 6 y para una relaci¶on de m¶odulos de elasticidad pilote-suelo (EpEs ) de 1000.

Los resultados obtenidos para el movimiento horizontal y el giro de balanceo del encepado se dan en las
¯guras 7 a 10. Para su c¶alculo se han empleado 50 discos uniformemente distribuidos en la longitud de los
pilotes. Estos resultados se comparan con los publicados por Kaynia y Mahzooni empleando un procedimiento
de c¶alculo riguroso27. Los valores de Kaynia y Mahzooni se consideran exactos.

En las ¯guras, los resultados se dan en funci¶on de la frecuencia adimensional a0 ´ ! 2r0
cs

, siendo r0 el radio
de los pilotes. La impedancia K para un determinado movimiento de la cimentaci¶on se expresa como:

K = Ks(k0 + i a0c0) (54)

donde Ks es la rigidez est¶atica y k0 y c0 son los coe¯cientes adimensionales de rigidez y amortiguamiento,
respectivamente. Los valores de rigidez est¶atica empleados son los que se dan en la tabla 3.
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s
2r0

Horizontal Balanceo

3 3300EpIp
1
L3 1250EpIp

1
L

6 5000EpIp
1
L3 4700EpIp

1
L

Nota: Ip es el momento de inercia de la secci¶on

del pilote y L es la longitud de los pilotes

Tabla 3. Rigidez est¶atica del encepado.

Para el movimiento de balanceo (giro de eje horizontal del encepado), en el que la interacci¶on entre pilotes
se calcula fundamentalmente a partir de los coe¯cientes de interacci¶on de campo libre ®f , hay una coincidencia
excelente con los resultados exactos (¯guras 9 y 10).
En el caso del desplazamiento horizontal (¯guras 7 y 8) la coincidencia con los resultados exactos es menor,

sobre todo en la zona de frecuencias intermedias para la relaci¶on separaci¶on/di¶ametro de 6. Sin embargo,
procedimiento es capaz de capturar correctamente las tendencias y proporciona una aproximaci¶on que puede
ser su¯ciente para muchas aplicaciones pr¶acticas.

.00 .05 .10 .15 .20 .25 .30 .35 .40 .45 .50

a0

-2.

0.

2.

4.

6.

8.

k
0
 
(
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l
)

XMIN  5.000E-02
XMAX  5.000E-01

YMIN -6.760E-01
YMAX  5.220E+00

exacta (s/d 3)

calculada(s/d 3)

exacta (s/d 6)

calculada(s/d 6)

Figura 7. Coe¯ciente de rigidez a desplazamiento horizontal del encepado.
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CONCLUSIONES

En el contexto de la pr¶actica diaria resulta deseable disponer de modelos sencillos, con un sentido f¶³sico claro,
que permitan al ingeniero de a pie obtener con facilidad y aproximaci¶on su¯ciente los par¶ametros de rigidez y
disipaci¶on din¶amica del terreno de cimentaci¶on. Un tipo de modelos de esta clase son los modelos de cono.
En este art¶³culo se ha presentado una aplicaci¶on de los modelos de cono al c¶alculo de impedancias de

cimentaciones pilotadas, teniendo en cuenta la interacci¶on pilote-suelo-pilote. Las impedancias calculadas se
han comparado con las obtenidas mediante un procedimiento riguroso en un ejemplo con pilotes °otantes en un
semiespacio el¶astico. De la comparaci¶on se deduce que los modelos de cono son capaces de proporcionar una
aproximaci¶on que puede ser su¯ciente para muchas aplicaciones pr¶acticas.

.00 .05 .10 .15 .20 .25 .30 .35 .40 .45 .50
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XMIN  5.000E-02
XMAX  5.000E-01

YMIN  6.106E+00
YMAX  1.833E+01

exacta (s/d 3)

calculada(s/d 3)

exacta (s/d 6)

calculada(s/d 6)

Figura 8. Coe¯ciente de amortiguamiento a desplazamiento horizontal del encepado.
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Figura 9. Coe¯ciente de rigidez a giro de balanceo del encepado.
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Figura 10. Coe¯ciente de amortiguamiento a giro de balanceo del encepado.
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